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Ch 3 학습목표

학습목표

▶ 행렬식의 정의와 행렬식의 성질을 이해할 수 있다.

▶ 행렬식과 역행렬 사이의 관계를 이해한다.

▶ 크래머 공식을 이용하여 연립방정식의 특정한 해를 구할 수 있다.
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3.1 행렬식의 정의

행렬식의 기하학적 의미

A =

[
a b
c d

]
의 행렬식은 두 row P(a, b), Q(c, d) 가 만드는 넓이와 연결된다.

x

y

O

P(3, 1)

Q(1, 2)

(4, 3)

r1

r2

θ1
θ2

α

5
2

5
2

A =

[
3 1

1 2

]
,

det A = 3 · 2− 1 · 1
= 5 = 5

2
+ 5

2

▶ 삼각형 OPQ 의 넓이

P = r1(cos θ1, sin θ1), Q = r2(cos θ2, sin θ2)

△OPQ = 1
2

r1r2 sinα

= 1
2

r1r2 sin(θ2 − θ1)

= 1
2

r1r2 (cos θ1 sin θ2 − sin θ1 cos θ2)

= 1
2
(ad − bc) = 1

2
det(A)

⇒ 넓이는 음수가 아니므로

△OPQ = 1
2
|det(A)|

[직관] 2×2 → 평행사변형 넓이 = |det(A)|, 3×3 → 평행육면체 부피 = |det(A)|
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3.1 행렬식의 정의

2차 정사각행렬의 행렬식

정사각행렬 A 의 행렬식(determinant)은 det(A) 또는 |A| 로 나타낸다.
2차 행렬식은 다음과 같이 정의한다.

det(A) = |A| =
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 (3.1)

▶ 읽는 법

▶ 주대각선(↘) 곱에서 반대각선(↗) 곱을 뺀다.

▶ 간단히 A =

[
a b
c d

]
이면 det(A) = ad − bc.

a b
c d

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ = ad︸︷︷︸

+

− bc︸︷︷︸
−

[주의] 행렬식은 정사각행렬에만 정의된다.
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3.1 행렬식의 정의

예제 3-1 2차 행렬식의 계산

다음 2차 정사각행렬의 행렬식을 구하라.

(a) A =
[−3 −2
1 2

]
(b) B =

[
2 4
−3 2

]

▶ (a) 주대각 − 반대각

det(A) =

∣∣∣∣∣−3 −2

1 2

∣∣∣∣∣ = (−3)(2)− (−2)(1) = −6 + 2 = −4

▶ (b) 같은 방법

det(B) =

∣∣∣∣∣ 2 4

−3 2

∣∣∣∣∣ = (2)(2)− (4)(−3) = 4 + 12 = 16

[핵심] 부호에 주의: −(−2)(1) = +2 처럼 음수 곱의 부호를 놓치지 말 것.
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3.1 행렬식의 정의

3차 정사각행렬의 행렬식 — 사루스 법칙

3차 행렬식은 여섯 개의 대각선 곱으로 정의된다.

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33
(3.2)

+

−

+

−

+

−
a11 a12 a13 a11 a12
a21 a22 a23 a21 a22
a31 a32 a33 a31 a32

오른쪽 아래로(↘) 향하는 세 곱은 +, 오른쪽 위로(↗) 향하는 세 곱은 −

[주의] 사루스 법칙은 3×3 전용. 4차 이상에는 쓸 수 없다.
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3.1 행렬식의 정의

예제 3-2 3차 행렬식의 계산 (사루스 법칙)

다음 3차 정사각행렬의 행렬식을 계산하라.

(a) A =

[
1 2 3
1 3 3
2 −1 2

]
(b) B =

[
3 2 4
−2 0 −1
1 −2 5

]

▶ (a) ↘ 곱의 합 − ↗ 곱의 합

(+) : 1·3·2 + 2·3·2 + 3·1·(−1) = 15

(−) : 3·3·2 + 1·3·(−1) + 2·1·2 = 19

det(A) = 15− 19 = −4

▶ (b) 같은 방법

(+) : 0 + 2·(−1)·1 + 4·(−2)·(−2) = 14

(−) : 0 + 3·(−1)·(−2) + 2·(−2)·5 = −14

det(B) = 14− (−14) = 28

[검산 요령] (+) 항 세 개와 (−) 항 세 개를 각각 따로 더한 뒤 마지막에 한 번만 뺀다.
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3.1 행렬식의 정의

소행렬식과 여인자 (minor & cofactor)

▶ 소행렬식 |Mij|

A 에서 row i 와 column j 를 지워 만든 (n − 1)× (n − 1) 행렬의 행렬식. (3.3)

▶ 여인자 Aij

Aij = (−1)i+j |Mij| (3.4)

부호는 위치에 따라 체커보드로 갈린다:

+ − +
− + −
+ − +


▶ 계산 예

A =

 4 2 −1
−2 0 2
3 3 −2

 에서

|M13| =
∣∣∣∣−2 0
3 3

∣∣∣∣ = −6, A13 = (−1)1+3|M13| = −6.

|M32| =
∣∣∣∣ 4 −1
−2 2

∣∣∣∣ = 6, A32 = (−1)3+2|M32| = −6.
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3.1 행렬식의 정의

여인자 전개 (Laplace expansion)

3차 행렬식 (3.2)를 2×2 소행렬식으로 묶으면 row 1 에 대한 전개가 된다.

det(A) = a11

∣∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣ (3.5)

여인자 Aij 를 쓰면 이는 간단히 다음과 같다.

det(A) = a11A11 + a12A12 + a13A13 (3.6)

일반적으로 n차 행렬식은 어느 row 나 어느 column 으로 전개해도 같은 값을 준다.

det(A) =
n∑

k=1

aikAik (row i) det(A) =
n∑

k=1

akjAkj (column j) (3.7), (3.8)

[전개 팁] 0이 가장 많은 row 또는 column 으로 전개하면 계산량이 크게 줄어든다.
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3.1 행렬식의 정의

여인자 전개 — 왜 이런 구조인가 (2차)

A =

[
3 3

−1 2

]
의 row 1 = (3, 0) + (0, 3) 으로 쪼개면 넓이도 두 조각. row 2 는 고정.

A11 = 2

(3, 0)

6

+

A12 = −(−1) = 1

(0, 3)
3

= (3, 3)

(3, 0)

(−1, 2) 6

3

자르는 선 ∥ row 2, 점 (3, 0) 을 지남. 조각을 row 2 방향으로 밀어도 넓이 그대로

det A = a11A11 + a12A12 = 3 · 2 + 3 · 1 = 6 + 3 = 9

[직관] 여인자 전개 = 원래 넓이를 축 방향 조각으로 나누어 더하기.

조각 j 의 넓이 = 축 j 위의 밑변 a1j × 높이 A1j (row 2 로 결정).
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3.1 행렬식의 정의

예제 3-3 여인자 전개 — row/column 비교 (1/2)

다음 행렬의 행렬식을 row 3 에 대한 여인자 전개로 구하라.

A =

[
4 2 −1
−2 0 2
3 3 −2

]
(다음 슬라이드에서 column 2 로도 구해 두 값을 비교한다.)

▶ row 3 성분의 여인자

A31 = +

∣∣∣∣∣2 −1

0 2

∣∣∣∣∣ = 4, A32 = −

∣∣∣∣∣ 4 −1

−2 2

∣∣∣∣∣ = −6, A33 = +

∣∣∣∣∣ 4 2

−2 0

∣∣∣∣∣ = 4.

▶ row 3 전개 (3.7)

det(A) = a31A31 + a32A32 + a33A33

= 3(4) + 3(−6) + (−2)(4) = 12− 18− 8 = −14
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3.1 행렬식의 정의

예제 3-3 여인자 전개 — row/column 비교 (2/2)

SOLUTION 3-3

▶ column 2 성분의 여인자

a22 = 0 이므로 가운데 항은 계산할 필요가 없다.

A12 = (−1)3

∣∣∣∣∣−2 2

3 −2

∣∣∣∣∣ = +2, A32 = (−1)5

∣∣∣∣∣ 4 −1

−2 2

∣∣∣∣∣ = −6.

▶ column 2 전개 (3.8)

det(A) = a12A12 + a22A22 + a32A32 = 2(2) + 0 + 3(−6) = 4− 18 = −14

[결론] row 3 전개와 column 2 전개가 모두 det(A) = −14 로 일치한다.

즉 어느 row·column 으로 전개하든 행렬식 값은 같으며,

0이 많은 row/column 을 고르면 계산이 가장 짧다.
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3.1 행렬식의 정의 [Additional]

예제 4차 행렬식 — 여인자 전개로 차수 줄이기 (1/2)

다음 4차 정사각행렬의 행렬식을 여인자 전개로 구하라.

A =

2 0 1 4
1 0 2 1
3 4 0 2
1 0 1 0



▶ 4차 → 3차 : 0 이 셋인 column 2 로 전개 (3.8)

det(A) = a12A12 + a22A22 + a32A32 + a42A42

= 0 · A12 + 0 · A22 + 4 · A32 + 0 · A42 = 4 · (−1)3+2|M32| = −4 |M32|

2 0 1 4
1 0 2 1
3 4 0 2
1 0 1 0


A =

row 3 과 column 2 를 지운다 |M32| =
2 1 4
1 2 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
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3.1 행렬식의 정의 [Additional]

예제 4차 행렬식 — 여인자 전개로 차수 줄이기 (2/2)

▶ 3차 → 2차 : 0 이 있는 |M32| 의 row 3 으로 전개 (3.7)

|M32| =

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4

1 2 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1)3+1

∣∣∣∣∣1 4

2 1

∣∣∣∣∣+ 1 · (−1)3+2

∣∣∣∣∣2 4

1 1

∣∣∣∣∣+ 0 · (−1)3+3

∣∣∣∣∣2 1

1 2

∣∣∣∣∣
= (1− 8)− (2− 4) + 0 = −7 + 2 = −5

사루스 법칙 (3.2) 로 검산 : (0 + 1 + 4) − (8 + 2 + 0) = 5 − 10 = −5

▶ 결과 : |M32| = −5 를 대입

det(A) = 4 · A32 = 4 · (−1)3+2|M32| = 4 · (−1) · (−5) = 20

[요령] n차 → (n − 1)차 → · · · → 2차로 한 차수씩 줄인다.

0 이 많은 row·column 을 고르면 전개할 항이 줄어든다.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)
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3.2 행렬식의 성질

전치행렬의 행렬식 (1/3)

CONCEPT 정리 3-1

n차 정사각행렬 A 와 그 전치행렬 AT 의 행렬식은 같다.

det(A) = det(AT) (3.9)

▶ 왜 그런가 — 2차는 직접 비교

det(AT) =

∣∣∣∣∣a c
b d

∣∣∣∣∣ = ad − cb = ad − bc =

∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ = det(A)

[읽는 법] 전치하면 주대각선의 a, d 는 제자리에 있고 b 와 c 는 자리만 바뀐다.

곱 bc 는 곱하는 순서와 상관없으므로 값이 같다.
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3.2 행렬식의 성질

전치행렬의 행렬식 (2/3)

▶ 왜 그런가 — 3차: A 는 row 1 로, AT 는 column 1 로 전개

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 AT =

a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33



det(A) = a11

∣∣∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣∣ row 1 전개 (3.7)

det(AT) = a11

∣∣∣∣∣∣a22 a32
a23 a33

∣∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣∣a21 a31
a23 a33

∣∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣∣a21 a31
a22 a32

∣∣∣∣∣∣ column 1 전개 (3.8)

[결론] 위아래 짝은 서로 전치인 2차 행렬식 ⇒ 짝마다 같다 ⇒ det(AT) = det(A)

n차: 짝은 서로 전치인 (n − 1)차 행렬식 ⇒ 2차 ⇒ 3차 ⇒ · · · ⇒ n차에서 같다
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3.2 행렬식의 성질

전치행렬의 행렬식 (3/3)

▶ 직관 — row 로 잡은 넓이(3.1절) = column 으로 잡은 넓이(2장)

높이 2

밑변 3 (3, 0)

(1, 2)

A =

[
3 0

1 2

]
의 row

넓이 3 × 2 = 6 = det(A)

높이 3
밑변 2

(3, 1)

(0, 2)

A =

[
3 0

1 2

]
의 column

넓이 2 × 3 = 6

[이 정리의 쓸모] A 의 column 은 곧 AT 의 row 라, 오른쪽 넓이가 det(AT) 다.

그래서 이후 row 에 대해 보일 성질은 column 에도 그대로 성립한다.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질
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3.2 행렬식의 성질

스칼라 배의 행렬식 (1/3) — 정리 3-2

CONCEPT 정리 3-2

n차 정사각행렬 A 의 한 row 에 k 를 곱한 행렬을 B 라 하면

det(B) = k det(A) (3.10)

높이 2 (A)

높이 4 (B)

row 1 = (3, 0)

(1, 2)

(2, 4)

6

6

▶ 밑변은 row 1, 높이는 row 2

det A =

∣∣∣∣∣3 0

1 2

∣∣∣∣∣ = 3 · 2− 0 · 1 = 6

det B =

∣∣∣∣∣3 0

2 4

∣∣∣∣∣ = 3 · 4− 0 · 2 = 12

밑변 3 은 그대로, 높이만 2 → 4.

같은 평행사변형 두 개 ⇒ 넓이 2 배.
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3.2 행렬식의 성질

스칼라 배의 행렬식 (2/3) — 왜 그런가

▶ 왜 그런가 — 바뀐 row i 로 여인자 전개 (3.7)

B =



a11 a12 · · · a1n
...

...
...

kai1 kai2 · · · kain
...

...
...

an1 an2 · · · ann


row i 만 A 와 다르다

Bij = Aij (j = 1, . . . , n)
Bij 는 row i 와 column j 를 지운 소행렬식에서 나온다.

남는 row 는 A 와 B 가 같다.

det(B) = (kai1)Bi1 + (kai2)Bi2 + · · ·+ (kain)Bin

= k (ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin)

= k det(A)

[직관] k 는 전개식에서 row i 성분 kaij 에만 붙고, 여인자 Bij 에는 들어가지 않는다.

그래서 k 가 통째로 밖으로 나온다.
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3.2 행렬식의 성질

스칼라 배의 행렬식 (3/3) — 행렬 전체에 k 를 곱하면

kA 는 모든 row 에 k 를 곱한 행렬이다. (3.10) 을 row 마다 한 번씩 n 번 쓴다.

det(kA) = k · k · · · k︸ ︷︷ ︸
n개

det(A) = kn det(A)

row 1 = (6, 0)

row 2 = (2, 4)

6 6

6 6

2A 의 평행사변형 = A 의 평행사변형(진한 칸) 4 개

▶ 확인 — 그림의 A 와 2A

A =

[
3 0

1 2

]
, 2A =

[
6 0

2 4

]

det(2A) =

∣∣∣∣∣6 0

2 4

∣∣∣∣∣ = 24 = 22 × 6

밑변 2 배, 높이 2 배 ⇒ 넓이 4 배.

3차이면 세 모서리가 모두 2 배라

부피가 23 = 8 배.

[주의] 행렬 전체에 2 를 곱하면 det 에는 2 가 아니라 2n 이 곱해진다.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)
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3.2 행렬식의 성질

두 row 의 교환 — 정리 3-3 (1/3)

CONCEPT 정리 3-3

n차 정사각행렬 A 에서 서로 다른 두 row 를 맞바꾼 행렬을 B 라 하면

det(B) = − det(A) (3.11)

▶ 왜 그런가 — 2차는 직접 계산, 3차는 row 1, 2 를 바꾸고 row 3 으로 전개∣∣∣∣c d
a b

∣∣∣∣ = cb − da = −(ad − bc) = −
∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣
det(B) = a31

∣∣∣∣a22 a23
a12 a13

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−M31

− a32
∣∣∣∣a21 a23
a11 a13

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−M32

+ a33
∣∣∣∣a21 a22
a11 a12

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−M33

= − det(A)

B 의 2차 소행렬식은 A 의 M3j 에서 두 row 가 바뀐 것이므로 위 2차 결과로 −M3j 이다.

[n차] 바꾸지 않은 row 로 전개 → 소행렬식마다 한 차수 낮은 교환 → 2차에서 −1 배.
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3.2 행렬식의 성질

두 row 의 교환 — 두 번 바꾸면 (2/3)

A =

1 2 0

0 1 1

2 0 1

 R1↔R2−−−−−−→ B =

0 1 1

1 2 0

2 0 1

 R2↔R3−−−−−−→ C =

0 1 1

2 0 1

1 2 0



det(A) = 1

∣∣∣∣∣1 1

0 1

∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣0 1

2 1

∣∣∣∣∣+ 0

∣∣∣∣∣0 1

2 0

∣∣∣∣∣ = 1 · 1− 2 · (−2) + 0 = 5

det(B) = 0

∣∣∣∣∣2 0

0 1

∣∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣∣1 0

2 1

∣∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣∣1 2

2 0

∣∣∣∣∣ = 0− 1 · 1 + 1 · (−4) = −5

det(C) = 0

∣∣∣∣∣0 1

2 0

∣∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣∣2 1

1 0

∣∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣∣2 0

1 2

∣∣∣∣∣ = 0− 1 · (−1) + 1 · 4 = 5

[두 번 바꾸면] 행렬식이 5 → −5 → 5. (−1) × (−1) = +1 이므로 되돌아온다.

k 번 바꾸면 (−1)k 배, 짝수 번이면 그대로다.
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3.2 행렬식의 성질

두 row 의 교환 — 부호가 뜻하는 것 (3/3)

row 1 ̸= 02 고정: det = ad− bc 는 (c, d) 의 일차식 ⇒ det = 0 직선 한쪽은 같은 부호.

det = 0

row 1
(3, 1)

row 2
(1, 2)

+5

반시계

det > 0

det < 0

A =

[
3 1

1 2

]
:

det = 3d − c
= 3 · 2− 1 = 5 > 0

det = 0row 1
(1, 2)

row 2
(3, 1)

−5시계det > 0

det < 0

B =

[
1 2

3 1

]
:

det = d − 2c
= 1− 2 · 3 = −5 < 0

3차: row 1, row 2 의 평면이 경계. row 1 → row 2 로 감은 오른손 엄지 쪽에 row 3 이 있으면 +

[읽는 법] 반시계 쪽 + (3.1절 sin(θ2 − θ1) > 0), 시계 쪽 −, 직선 위 0.

교환하면 기준 직선이 바뀌어 row 2 가 반대쪽에 놓인다.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)
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3.2 행렬식의 성질

행렬식이 0 이 되는 경우 — 정리 3-4, 3-5 (1/2)

CONCEPT 정리 3-4 · 정리 3-5

(정리 3-4) n차 정사각행렬 A 의 서로 다른 두 row 의 성분이 같거나

(정리 3-5) 한 row 가 다른 row 의 상수 배이면

det(A) = 0 (3.12)

▶ 왜 그런가 — 같은 두 row 는 교환해도 그대로, 상수 배는 k 를 빼낸다

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
a b c

∣∣∣∣∣∣ R1↔R3=
정리 3-3

−

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
a b c

∣∣∣∣∣∣ = − det(A) ⇒ 2 det(A) = 0 ⇒ det(A) = 0

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
ka kb kc

∣∣∣∣∣∣
정리 3-2
= k

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
a b c

∣∣∣∣∣∣
정리 3-4
= k · 0 = 0

3차로 보였지만 n차에서도 두 row 만 보면 같은 논리다. k = 0 이면 row 하나가 0n 인 경우다.
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3.2 행렬식의 성질

행렬식이 0 이 되는 경우 — 정리 3-4, 3-5 (2/2)

A =

[
2 1

c d

]
row 1 = P(2, 1), row 2 = Q(c, d) 로 찍으면

|det(A)| 는 평행사변형의 넓이다 (3.1절).

O

P(2, 1)

Q(4, 2)

Q′(4, 3)

넓이 2

넓이 0

Q′ 을 직선 OP 위 Q 로 내리면 높이 0 ⇒ 넓이 0

Q′(4, 3) : 직선 OP 밖∣∣∣∣∣2 1

4 3

∣∣∣∣∣ = 2 · 3− 1 · 4 = 2

Q(4, 2) : row 2 = 2× row 1 (정리 3-5)∣∣∣∣∣2 1

4 2

∣∣∣∣∣ = 2 · 2− 1 · 4 = 0

Q=P(2, 1) : 두 row 가 같다 (정리 3-4)∣∣∣∣∣2 1

2 1

∣∣∣∣∣ = 2 · 1− 1 · 2 = 0

[직관] 두 row 가 한 직선 위에 놓이면 평행사변형이 납작해져 넓이 = 0.

2장에서 column 으로 본 그림과 같고, 3차에서는 평행육면체가 평면으로 눌려 부피 = 0.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)
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3.2 행렬식의 성질

한 row 를 더한 행렬식 — 정리 3-6 (1/2)

CONCEPT 정리 3-6

row i 를 제외한 모든 성분이 같은 n차 정사각행렬 A,B,C 에서

C 의 row i 가 A 와 B 의 row i 를 성분끼리 더한 것 (cij = aij + bij)이면

det(C) = det(A) + det(B)

▶ 왜 그런가 — row i 로 전개한다

C =



c11 · · · c1n
...

...
ai1 + bi1 · · · ain + bin

...
...

cn1 · · · cnn



row k ( ̸= i) 는 셋이 같다: ckj = akj = bkj

⇒ row i 를 지운 소행렬식 |Mij| 은 셋이 공통

det(C) =
∑n

j=1(aij + bij)(−1)i+j|Mij|

=
∑n

j=1aij(−1)i+j|Mij|︸ ︷︷ ︸
det(A)

+
∑n

j=1bij(−1)i+j|Mij|︸ ︷︷ ︸
det(B)
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3.2 행렬식의 성질

한 row 를 더한 행렬식 — 정리 3-6 (2/2)

row 1 = (2, 0) 이 같은 A, B 에서 row 2 만 더하면 C 다 (정리 3-6, i = 2).

A =

[
2 0

1 1

]
, B =

[
2 0

0 2

]
=⇒ C =

[
2 0

1 + 0 1 + 2

]
=

[
2 0

1 3

]

높이 1

(2, 0)

(1, 1)

det A = 2

+
높이 2

(2, 0)

(0, 2)

det B = 4

= 높이 3

(2, 0)

(1, 3)

det C = 6 = 2 + 4

밑변 row 1 이 같으면 넓이 = 2×높이. row 2 를 더하면 높이가 1 + 2 = 3 으로 더해진다.

높이는 밑변 위쪽이면 +, 아래쪽이면 − (3.1절). 예: row 2 = (0,−2) 이면 det = 2× (−2) = −4
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)

36



3.2 행렬식의 성질

한 row 에 k 배하여 더한 행렬식 — 정리 3-7 (1/2)

CONCEPT 정리 3-7

n차 정사각행렬 A 에서 row i 의 k 배를 row j 에 더한 행렬(i ̸= j)을 B 라 하면

det(B) = det(A) (3.13)

▶ 왜 그런가 — 정리 3-6 으로 쪼갠다

det(B) =

∣∣∣∣∣ Ri
Rj + kRi

∣∣∣∣∣ 정리 3-6
=

∣∣∣∣∣Ri
Rj

∣∣∣∣∣︸︷︷︸
det(A)

+

∣∣∣∣∣ Ri
kRi

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
0 (정리 3-5)

Ri : A 의 row i. 적지 않은 나머지 row 는 세 행렬식 모두 A 와 같다.

[주의] i = j 이면 row j 가 (1 + k) 배 ⇒ 정리 3-2 로 det 도 (1 + k) 배. 그래서 i ̸= j.
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3.2 행렬식의 성질

한 row 에 k 배하여 더한 행렬식 — 정리 3-7 (2/2)

2차에서 row 2 에 row 1 을 한 번 더한다(R2 → R2 + 1 · R1). 넓이는?

y = 2

처음 민 뒤

높이 2

+ row 1

(2, 0)

(1, 2) (3, 2)

파랑은 회색의 왼쪽 삼각형을 row 1 만큼 옮겨 오른쪽에 붙인 모양

처음 (회색)

det(A) =

∣∣∣∣∣2 0

1 2

∣∣∣∣∣ = 4

민 뒤 (파랑)

det(B) =

∣∣∣∣∣2 0

3 2

∣∣∣∣∣ = 4

[직관] row 1 을 몇 배 더하든 row 2 의 끝은 직선 y = 2 위에서만 움직인다.

밑변 2, 높이 2 가 그대로라 넓이도 그대로다.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)
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3.2 행렬식의 성질

삼각행렬의 행렬식 (1/2) — column 1 전개를 되풀이

CONCEPT 정리 3-8

n차 삼각행렬 A = [aij] 의 행렬식은 주대각선 성분의 곱과 같다.

det(A) = a11a22 · · · ann (3.14)

▶ 왜 그런가 — 상삼각을 column 1 로 전개하면 a11 항만 남는다∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
0 a22 a23
0 0 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣a22 a23
0 a33

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
소행렬식도 상삼각

+0+ 0

= a11 (a22a33 − a23 · 0) = a11a22a33

[n차] 상삼각은 column 1, 하삼각은 row 1 로 전개할 때마다 대각 성분이 하나씩 나오고,

남는 소행렬식은 한 차수 낮은 삼각행렬이다 ⇒ a11a22 · · · ann .
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3.2 행렬식의 성질

삼각행렬의 행렬식 (2/2) — 넓이로 보기

상삼각행렬 A =

[
3 1

0 2

]
의 row 2 는 대각 아래 0 때문에 세로축 위에 놓인다.

높이 3

넓이 6

row 1 = (3, 1)

row 2
= (0, 2)

밑변 2

row 1 − 1
2 row 2

(정리 3-7) 넓이 3 × 2 = 6

row 1 = (3, 0)

row 2
= (0, 2)

∣∣∣∣∣3 1

0 2

∣∣∣∣∣ = 3 · 2− 1 · 0 = 6
row 1 − 1

2 row 2
−−−−−−−−−−−−→

∣∣∣∣∣3 0

0 2

∣∣∣∣∣ = 3× 2 = 6

[직관] 밀어도 밑변 2 와 높이 3 은 그대로다.

대각 밖 성분 1 은 평행사변형을 기울일 뿐이고, 넓이는 대각 성분 3, 2 가 정한다.
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3.2 행렬식의 성질

삼각행렬의 가역성

CONCEPT 정리 3-9

n차 삼각행렬 U = [aij] 가 가역행렬일 필요충분조건은 det(U) ̸= 0 이다.

▶ 왜 그런가 — (3.14): det(U) = a11a22 · · · ann ̸= 0 ⇐⇒ 대각 성분이 모두 ̸= 0

모두 ̸= 0: row i 를 aii 로 나누고 대각 밖을 소거 ⇒ RREF = In ⇒ 가역

어떤 akk = 0: 소거하면 row 하나가 0n 이 된다 ⇒ RREF ̸= In ⇒ 특이

a22 = 0 인 예:

1 2 3

0 0 4

0 0 5

 R3→R3− 5
4

R2−−−−−−−−−−→

1 2 3

0 0 4

0 0 0


row 2, row 3 이 모두 column 3 에만 성분을 가진다 ⇒ 하나가 지워져 03 . det = 1 · 0 · 5 = 0.

[2장과 연결] LU 의 U 로 역대입할 때 매 단계 aii 로 나눈다.

예제 2-14 의 U 는 대각이 6, 2, 1 이라 det U = 12 ̸= 0, 가역이다.
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3.2 행렬식의 성질

예제 3-4 행연산으로 삼각화하여 행렬식 구하기 (1/2)

다음 행렬식을 삼각행렬의 행렬식을 이용하여 구하라.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 1

3 1 4 5

7 6 1 2

1 1 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
▶ 1단계 — column 1 의 아래 성분을 0으로 (행렬식 불변)

R2→R2 − 3R1, R3→R3 − 7R1, R4→R4 − R1 을 적용하면

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 1

0 −2 −2 2

0 −1 −13 −5

0 0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇒ 이제 column 2 이하를 정리하여 상삼각행렬로 만든다. (다음 슬라이드)
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3.2 행렬식의 성질

예제 3-4 행연산으로 삼각화하여 행렬식 구하기 (2/2)

SOLUTION 3-4

▶ 2단계 — 상삼각행렬 완성

정수 피벗을 위해 R2 ↔ R3, R3 ↔ R4 로 두 번 교환하고 (⇒ 부호 (−1)2 = +1), 이어

R4 → R4 − 2R2, R4 → R4 − 24R3 을 적용하면

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 1

0 −1 −13 −5

0 0 1 3

0 0 0 −60

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇒ 상삼각행렬이 되었으므로 주대각선 성분을 곱한다:

det(A) = (1)(−1)(1)(−60) = 60

[검산] 여인자 전개로 직접 계산해도 det(A) = 60.

교환을 짝수 번 했으므로 부호는 그대로(+)이다.
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3.2 행렬식의 성질

예제 3-5 성질을 이용한 빠른 행렬식 판정

아래 행렬식들을 정의를 전개하지 말고 성질만으로 구하라.

▶ 관찰만으로 det = 0

row 1 과 row 3 이 같다:∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 2 4

7 0 −6 8

2 −3 2 4

−7 9 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

row 2 = 3× row 1 (비례):∣∣∣∣∣ 3 −5 2

9 −15 6

25 278 −999

∣∣∣∣∣ = 0

▶ 삼각행렬 ⇒ 주대각선 성분의 곱∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 12 3 −7 324

0 9 −535 4 −12

0 0 −10 2345 −777

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1)(9)(−10)(−1)(2) = 180

det ̸= 0 이므로 이 삼각행렬은 가역이다.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)
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3.2 행렬식의 성질

기본행렬의 행렬식 — 정리 3-10 (1/2)

CONCEPT 정리 3-10

i ̸= j 일 때, n차 기본행렬 Ei(k) (k ̸= 0), Eij, Eij(k) 에 대하여

det
(
Ei(k)

)
= k, det(Eij) = −1, det

(
Eij(k)

)
= 1

▶ 왜 그런가 — I 에 행연산 한 번, det I = 1 (정리 3-8). 등호 위는 정리 번호

det Ei(k) 3-2
= k ·det I = k, det Eij

3-3
= (−1) ·det I = −1, det Eij(k) 3-7

= 1 ·det I = 1

I =

[
1 0
0 1

]

넓이 1, 반시계 ⇒ +1

E1(2) =

[
2 0
0 1

]

넓이 2, 반시계 ⇒ +2

E12 =

[
0 1
1 0

]

넓이 1, 시계 ⇒ −1

E12(1) =

[
1 0
1 1

]

넓이 1, 반시계 ⇒ +1

[직관] det I = 1 에서 출발하므로 det E 는 그 행연산이 행렬식에 곱하는 수다.
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3.2 행렬식의 성질

기본행렬의 행렬식 — 정리 3-11 (2/2)

CONCEPT 정리 3-11

B 가 n차 정사각행렬이고 E 가 n차 기본행렬이면

det(EB) = det(E) det(B)

▶ 왜 그런가

EB 는 B 에 그 행연산을 한 번 한 것

det
(
Ei(k)B

)
= k det B 정리 3-2

det(EijB) = − det B 정리 3-3

det
(
Eij(k)B

)
= det B 정리 3-7

곱해진 k, −1, 1 이 곧 det E (정리 3-10)

▶ 확인 — B =
[
3 1
1 2

]
, det B = 5

E EB det(EB)

E1(2)
[
6 2
1 2

]
12− 2 = 10 = 2 · 5

E12

[
1 2
3 1

]
1− 6 = −5 = (−1) · 5

E12(1)
[
3 1
4 3

]
9− 4 = 5 = 1 · 5

[다리] 정리 3-11 을 거듭 쓰면 det(E(m) · · · E(1)B) = det E(m) · · · det E(1) det B.

가역행렬은 기본행렬의 곱(정리 2-11)이므로 이 두 정리가 곱의 행렬식으로 가는 다리다.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)
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3.2 행렬식의 성질

행렬식과 가역성 (1/2) — 정리 3-12

CONCEPT 정리 3-12

n차 정사각행렬 A 가 가역행렬일 필요충분조건은 det(A) ̸= 0 이다.

A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0 (3.15)

▶ 왜 그런가 — RREF 까지 보내며 행렬식을 따라간다

E(k) · · ·E(1) A = R (R : A 의 RREF)

=⇒ det(E(k)) · · · det(E(1))︸ ︷︷ ︸
각각 c ( ̸=0), −1, 1 중 하나 (정리 3-10)

det(A) = det(R) (정리 3-11)

⇒ det(A) ̸= 0 ⇐⇒ det(R) ̸= 0. 이제 R 만 보면 된다 (다음 쪽).

[직관] 행연산 하나는 넓이(부피)에 0 이 아닌 수를 곱할 뿐이다.

그래서 0 이 아닌 넓이를 0 으로 만들지도, 0 인 넓이를 되살리지도 못한다.
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3.2 행렬식의 성질

행렬식과 가역성 (2/2) — R 은 둘 중 하나

A 가역 ⇐⇒ R = In =⇒ det(R) = 1 (정리 3-8)
A 특이 ⇐⇒ R 에 0n 인 row =⇒ det(R) = 0 (0n 인 row 로 여인자 전개)

⇐⇒ 는 2장의 [ A | I ] → [ I | A−1 ]. R ̸= In 이면 피벗이 n 개 미만이라 맨 아래 row 가 0n 이다.

(1, 0)

(1, 2)

가역 A =

[
1 0

1 2

]
det(A) = 2 − 0 = 2

넓이 2

det(A) = 2
E12(−1)−−−−−−→

×1
2

E2(
1
2
)

−−−−→
× 1

2

1 = det(I2)

(2, 2)

(1, 1)

특이 B =

[
1 1

2 2

]
det(B) = 2 − 2 = 0

한 직선 위, 넓이 0

det(B) = 0
E12(−2)−−−−−−→

×1
0 =

∣∣∣∣1 1
0 0

∣∣∣∣
[직관] 납작해지지 않는다 = 되돌릴 수 있다. 넓이가 0 이 아니면 In 에 닿고,

그 행연산을 모은 것이 곧 A−1 이다(2장). 넓이가 0 이면 In 에 닿지 못한다.

⇒ 앞 쪽과 합치면 det(A) ̸= 0 ⇐⇒ det(R) ̸= 0 ⇐⇒ R = In ⇐⇒ A 가역.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)
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3.2 행렬식의 성질

곱의 행렬식 — 왜 곱이 되는가 (1/3)

CONCEPT 정리 3-13

A,B 가 n차 정사각행렬이면

det(AB) = det(A) det(B) (3.16)

▶ 왜 그런가 (1) — A 가 가역일 때

정리 2-11 로 A = F1F2 · · ·Fm (Fi 는 기본행렬).

E 가 기본행렬이면 det(EB) = det(E) det(B) (정리 3-11). 이를 왼쪽부터 m 번 쓰면

det(AB) = det(F1F2 · · ·FmB) = det(F1) det(F2) · · · det(Fm) det(B)

B = I 를 넣으면 det(A) = det(F1) · · · det(Fm) =⇒ det(AB) = det(A) det(B)

[직관] 가역인 A 를 왼쪽에 곱하는 것은 기본 행 연산을 차례로 하는 것이다.

연산마다 행렬식이 c ( ̸= 0), −1, 1 배 중 하나가 되고(정리 3-10, 3-11), 그 곱이 det A 다.
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3.2 행렬식의 성질

곱의 행렬식 — 넓이로 보기 (2/3)

B 의 왼쪽에 A = E12(−1)E2(2) =

[
1 0

−1 2

]
를 곱하는 것은 R2 → 2R2 다음에

R2 → R2 − R1 을 하는 것이다.

(2, 0)

(1, 1)

O

B =

[
2 0

1 1

]
, 넓이 2

R2 → 2R2

넓이 ×2
(2, 0)

(2, 2)

O

E2(2) B =

[
2 0

2 2

]
, 넓이 4

R2 → R2 − R1

넓이 ×1
(2, 0)

(0, 2)

O

AB =

[
2 0

0 2

]
, 넓이 4

row 2 를 2 배 하면 높이가 2 배가 된다. row 2 를 row 1 방향으로 밀면 밑변과 높이가 그대로라 넓이도 그대로다.

det A = det E12(−1) ·det E2(2) = 1 ·2 = 2, det(AB) = 4 = 2×2 = det(A) det(B)

[검산] ad − bc 로 직접 구해도 det A = 1 · 2 − 0 · (−1) = 2,

det B = 2 · 1 − 0 · 1 = 2, det(AB) = 2 · 2 − 0 · 0 = 4.
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3.2 행렬식의 성질

곱의 행렬식 — A 가 특이행렬일 때 (3/3)

▶ 왜 그런가 (2) — A 가 특이행렬일 때

A 를 소거한 RREF R = E(k) · · ·E(1)A 는 In 이 아니라 마지막 row 가 0n 이다.
같은 소거가 AB 를 RB 로 만들고, 그 마지막 row 는 0n B = 0n 이다.

det(E(k)) · · · det(E(1))︸ ︷︷ ︸
̸=0 (정리 3-10)

det(AB) =
정리 3-11

det(RB) =
0n 인 row 로 전개

0

앞의 곱이 0 이 아니므로 det(AB) = 0 = det(A) det(B) (정리 3-12 로 det A = 0).

▶ 예 — A 의 row 2 가 row 1 의 2 배

AB =

[
1 2
2 4

] [
1 1
−1 2

]
=

[
−1 5
−2 10

]
, det A = 4− 4 = 0, det B = 2 + 1 = 3

AB 의 row 2 도 row 1 의 2 배라 정리 3-5 로 det(AB) = 0 = 0 × 3 = det(A) det(B).

[직관] A 의 두 row 가 원점을 지나는 한 직선 위에 있으면 AB 의 두 row 도 그렇다.

두 row 가 만드는 평행사변형이 납작해져 넓이가 0 이다.
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3.2 행렬식의 성질

예제 3-6 곱의 행렬식 det(AB) = det(A) det(B) 확인 (1/4)

다음 두 행렬에 대하여 det(AB) = det(A) det(B) 가 성립함을 확인하라.

A =

[
3 1 −4
2 5 6
1 4 8

]
, B =

[
0 −2 1
2 3 4
−1 0 1

]

▶ det(A) : row 1 에 대한 여인자 전개

det(A) = a11A11 + a12A12 + a13A13 (3.6), A1j = (−1)1+j|M1j| (3.4)

|M1j| : A 에서 row 1 과 column j 를 지운 2 × 2 행렬식 (3.3)

|M11| =

∣∣∣∣∣∣5 6

4 8

∣∣∣∣∣∣ = 16, |M12| =

∣∣∣∣∣∣2 6

1 8

∣∣∣∣∣∣ = 10, |M13| =

∣∣∣∣∣∣2 5

1 4

∣∣∣∣∣∣ = 3

A11 = +|M11| = 16, A12 = −|M12| = −10, A13 = +|M13| = 3

det(A) = 3(16) + 1(−10) + (−4)(3) = 48− 10− 12 = 26
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3.2 행렬식의 성질

예제 3-6 곱의 행렬식 확인 (2/4)

▶ det(B) : 같은 방식으로 row 1 전개

det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 1

2 3 4

−1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = b11

(
+|M11|

)
+ b12

(
−|M12|

)
+ b13

(
+|M13|

)
괄호 안이 여인자 (3.4). 이번 |M1j| 는 B 에서 row 1 과 column j 를 지운 행렬식

|M12| =

∣∣∣∣∣∣ 2 4

−1 1

∣∣∣∣∣∣ = 6, |M13| =

∣∣∣∣∣∣ 2 3

−1 0

∣∣∣∣∣∣ = 3

−|M12| = −6, +|M13| = 3

det(B) = 0 ·
(
+|M11|

)
+ (−2)(−6) + 1(3) = 12 + 3 = 15

[전개 팁] b11 = 0 이라 첫 항은 |M11| 을 구하지 않고 0 으로 둔다.

0 이 많은 row·column 으로 전개할수록 구할 소행렬식이 줄어든다.
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3.2 행렬식의 성질

예제 3-6 곱의 행렬식 확인 (3/4)

▶ 곱 AB

AB =

3 1 −4

2 5 6

1 4 8


 0 −2 1

2 3 4

−1 0 1

 =

6 −3 3

4 11 28

0 10 25


예: (1, 1) 성분 = (A 의 row 1)·(B 의 column 1) = 3 · 0 + 1 · 2 + (−4)(−1) = 6

▶ det(AB) : row 1 전개, 이번 |M1j| 는 AB 에서 지운 행렬식

det(AB) = 6
(
+|M11|

)
+ (−3)

(
−|M12|

)
+ 3

(
+|M13|

)
|M11| =

∣∣∣∣∣∣11 28

10 25

∣∣∣∣∣∣ = −5, |M12| =

∣∣∣∣∣∣4 28

0 25

∣∣∣∣∣∣ = 100, |M13| =

∣∣∣∣∣∣4 11

0 10

∣∣∣∣∣∣ = 40

+|M11| = −5, −|M12| = −100, +|M13| = 40

det(AB) = 6(−5) + (−3)(−100) + 3(40) = −30 + 300 + 120 = 390
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3.2 행렬식의 성질

예제 3-6 곱의 행렬식 확인 (4/4)

SOLUTION 3-6

▶ 세 값을 비교

det(A) det(B) = 26× 15 = 390 = det(AB)

이 예에서 곱의 행렬식 (3.16) 이 확인된다.

▶ 활용 : det(A−1)

det(A) = 26 ̸= 0 이므로 A 는 가역이다 (3.15). AA−1 = I 에 (3.16) 을 쓰면

det(A) det(A−1) = det(I) = 1 ⇒ det(A−1) =
1

26

[직관] 가역인 A 는 기본행렬의 곱이므로 AB 는 B 에 행연산을 차례로 한 것이다.

연산마다 곱해지는 기본행렬의 행렬식을 모두 곱하면 det(A) = 26 이다.

그래서 det(B) = 15 가 26 배인 390 이 된다.
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3.2 행렬식의 성질

3.2 행렬식의 성질

3-1 전치행렬의 행렬식
det(AT) = det(A)

3-2 스칼라 배의 행렬식
row 하나를 k 배 ⇒ det 도 k 배

3-3 두 row 의 교환
det 가 −1 배

3-4, 3-5 행렬식이 0 이 되는 경우
두 row 가 같거나 상수 배 ⇒ det = 0

3-6 한 row 를 더한 행렬식
row i 가 합이면 det 도 합

3-7 한 row 에 k 배하여 더한 행렬식
det 가 1 배 (그대로)

3-8, 3-9 삼각행렬의 행렬식
det = a11a22 · · · ann

3-10, 3-11 기본행렬의 행렬식
det(EB) = det(E) det(B)

3-12 행렬식과 가역성
A 가역 ⇐⇒ det(A) ̸= 0

3-13 곱의 행렬식
det(AB) = det(A) det(B)

3-14 역행렬의 행렬식
det(A−1) = 1/ det(A)
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3.2 행렬식의 성질

역행렬의 행렬식 — 정리 3-14 (1/3)

CONCEPT 정리 3-14

n차 정사각행렬 A 가 가역이면

det(A−1) =
1

det(A)
(3.17)

▶ 왜 그런가 — AA−1 = I 의 양변에 행렬식

det(A) det(A−1)
(3.16)
= det(AA−1) = det(I) (3.14)

= 1

⇒ det(A) ̸= 0 (3.15) 이므로 양변을 det(A) 로 나누면 (3.17).

⇒ 곱이 1 > 0 이므로 det(A) 와 det(A−1) 는 부호도 같다.

[직관] 임의의 B 의 왼쪽에 A 를 곱하면 row 들이 만드는 넓이가 |det(A)| 배 (3.16).

A−1 는 이것을 B 로 되돌리므로 1/|det(A)| 배.

A 가 방향을 뒤집으면 A−1 가 다시 뒤집는다.

61



3.2 행렬식의 성질

역행렬의 행렬식 — 정리 3-14 (2/3)

▶ 예 — det(A) = 2 · 2− 1 · 1 = 3 인 A 를 행연산으로 I 까지

[
2 1

1 2

] 2 1

0
3

2

 2 0

0
3

2

 1 0

0
3

2

 [
1 0

0 1

]
A =

E12

(
−

1

2

)
E21

(
−

2

3

)
E1

( 1

2

)
E2

( 2

3

)

넓이 3 넓이 3 넓이 3 넓이
3

2
넓이 1×1 ×1 ×

1

2
×

2

3

파랑 row 1, 초록 row 2, 회색 점선 = 행연산 전의 row. 밀기 ×1 (정리 3-7), k 배 ×k (정리 3-2)

62



3.2 행렬식의 성질

역행렬의 행렬식 — 정리 3-14 (3/3)

▶ 예 — 행연산의 곱으로 det(A−1)

⇒ 앞 쪽의 행연산을 모으면 A−1 (2장), 그 행렬식은 배율의 곱 (정리 3-10, 3-11)

A−1 = E2

(2

3

)
E1

(1

2

)
E21

(
−
2

3

)
E12

(
−
1

2

)
det(A−1) =

2

3
·
1

2
· 1 · 1 =

1

3
=

1

det(A)

▶ (2.9) 의 역행렬로 직접

A−1 =
1

3

[
2 −1

−1 2

]
, det(A−1) =

2

3
·
2

3
−

−1

3
·
−1

3
=

4

9
−

1

9
=

1

3

[검산] 두 방법 모두 det(A−1) = 1/3 = 1/ det(A) 이다.
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

수반행렬 (Adjoint Matrix)

정사각행렬 A = [aij] 의 각 성분을 여인자 Cij = (−1)i+jMij 로 바꾼 행렬 [Cij ] 을

여인자행렬(cofactor matrix)이라 하고, 그 전치를 수반행렬(adjoint matrix)이라 한다.

adj A = [Cij ]
T =


C11 C21 · · · Cn1
C12 C22 · · · Cn2

...
...

. . .
...

C1n C2n · · · Cnn

 (3.18)

[주의] 전치이므로 (i, j) 성분은 Cij 가 아니라 Cji .

여인자행렬을 그대로 두지 말고 반드시 전치할 것.
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

예제 3-7 수반행렬 구하기 (1/2)

다음 행렬 A 의 수반행렬 adj A 를 구하라. A =

[
3 2 −1
1 6 3
2 −4 0

]

▶ row 1 의 여인자 Cij = (−1)i+jMij

C11 = +

∣∣∣∣∣ 6 3

−4 0

∣∣∣∣∣ = 12, C12 = −

∣∣∣∣∣1 3

2 0

∣∣∣∣∣ = 6, C13 = +

∣∣∣∣∣1 6

2 −4

∣∣∣∣∣ = −16.

▶ row 2 의 여인자

C21 = −

∣∣∣∣∣ 2 −1

−4 0

∣∣∣∣∣ = 4, C22 = +

∣∣∣∣∣3 −1

2 0

∣∣∣∣∣ = 2, C23 = −

∣∣∣∣∣3 2

2 −4

∣∣∣∣∣ = 16.
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

예제 3-7 수반행렬 구하기 (2/2)

SOLUTION 3-7

▶ row 3 의 여인자

C31 = +

∣∣∣∣∣2 −1

6 3

∣∣∣∣∣ = 12, C32 = −

∣∣∣∣∣3 −1

1 3

∣∣∣∣∣ = −10, C33 = +

∣∣∣∣∣3 2

1 6

∣∣∣∣∣ = 16.

▶ 여인자행렬 [Cij ] 을 전치

[Cij ] =

12 6 −16

4 2 16

12 −10 16

 전치−−−−→ adj A =

 12 4 12

6 2 −10

−16 16 16


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3.3 수반행렬과 크래머 공식

수반행렬과 역행렬 (정리 3-15)

▶ A adj A 의 (i, j) 성분 — row i 의 성분 × row j 의 여인자

(A adj A)ij =
n∑

k=1

aik (adj A)kj =
n∑

k=1

aik Cjk =


det A (i = j, 여인자 전개 (3.7))

0 (i ̸= j, 같은 두 row, 정리 3-4)

i ≠ j: Cjk 는 row j 를 지우고 계산하므로, 합은 row j 자리에 row i 를 넣은 행렬의 전개다.

A adj A = (det A) I (3.19)

A adj A
det A

= I (det A ̸= 0) =⇒ A−1 =
1

det A
adj A (3.20)

[검산: 예제 3-7, i = 3, j = 1] row 1 자리에 row 3 을 넣은 행렬

a31C11 + a32C12 + a33C13 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 0

1 6 3

2 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 2(12) + (−4)(6) + 0(−16) = 0
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

예제 3-8 수반행렬로 역행렬 구하기

예제 3-7의 행렬 A =

[
3 2 −1
1 6 3
2 −4 0

]
의 역행렬을 수반행렬을 이용하여 구하라.

▶ 행렬식 (row 1 여인자 전개)

det A = a11C11 + a12C12 + a13C13 = 3(12) + 2(6) + (−1)(−16) = 64 ̸= 0

▶ 역행렬 (3.20)

A−1 =
1

64

 12 4 12
6 2 −10

−16 16 16



[2×2 특수화] A =

[
a b
c d

]
⇒ A−1 =

1

ad − bc

[
d −b
−c a

]
2장의 공식과 정확히 일치.
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

수반행렬의 성질 (정리 3-16)

CONCEPT 정리 3-16

n차 가역행렬 A,B 에 대하여 다음이 성립한다.

(1) adj(A−1) =
(
adj A

)−1

(2) adj(AT) =
(
adj A

)T

(3) adj(AB) = adj B · adj A

[읽는 법] 성질 (3)은 곱의 순서가 뒤바뀐다
(
adj B adj A

)
.

역행렬 (AB)−1 = B−1A−1 와 같은 패턴으로 기억.
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

크래머 공식 (Cramer’s Rule, 정리 3-17)

CONCEPT 정리 3-17

연립일차방정식 Ax = b 에서 계수행렬 A 가 n차이고 det A ̸= 0 이면

유일한 해를 가지며, 각 성분은 다음과 같다.

xi =
det Ai
det A

(i = 1, 2, . . . , n) (3.21)

여기서 Ai 는 계수행렬 A 의 column i 를 상수벡터 b 로 바꾼 행렬이다.

[유래] x = A−1b = adj A b/det A 의 i번째 성분이 곧 det Ai/det A.

직관: “column i 를 b 로 바꾼 행렬식의 비율”.
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

예제 3-9 크래머 공식으로 풀기 (1/2)

크래머 공식으로 다음 연립방정식을 풀어라. x + 2y + z = 12

3x − y − z = −1

x + y − 2z = −3

▶ 계수행렬과 행렬식

A =

1 2 1

3 −1 −1

1 1 −2

 , det A = 1(3)− 2(−5) + 1(4) = 17

▶ column 1 을 b 로 교체 → det A1

b =

12

−1

−3

 , det A1 =

∣∣∣∣∣∣∣
12 2 1

−1 −1 −1

−3 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 34
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

예제 3-9 크래머 공식으로 풀기 (2/2)

SOLUTION 3-9

▶ column 2 · column 3 을 b 로 교체

det A2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 12 1

3 −1 −1

1 −3 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 51, det A3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 12

3 −1 −1

1 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = 68

▶ 크래머 공식으로 해

x =
det A1

det A
=

34

17
= 2, y =

51

17
= 3, z =

68

17
= 4 (x, y, z) = (2, 3, 4)

⇒ 검산: 2 + 2(3) + 4 = 12, 3(2) − 3 − 4 = −1, 2 + 3 − 2(4) = −3. (모두 성립)
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

예제 3-10 특정 미지수만 구하기

다음 연립방정식을 만족하는 x3 값만 구하라. 5x1 − 3x2 − 10x3 = −9

2x1 + 2x2 − 3x3 = 4

−3x1 − x2 + 5x3 = 1

▶ 행렬식 두 개만 계산

det A =

∣∣∣∣∣∣∣
5 −3 −10

2 2 −3

−3 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣ = −2, det A3 =

∣∣∣∣∣∣∣
5 −3 −9

2 2 4

−3 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 36

x3 =
det A3

det A
=

36

−2
= −18

[크래머의 장점] 한 변수 x3 만 필요하면 전체를 풀 필요 없이

행렬식 2개 det A, det A3 만 계산하면 된다.
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3.3 수반행렬과 크래머 공식

가역의 동치명제 (정리 3-18)

CONCEPT 정리 3-18

A 가 n차 정사각행렬일 때, 다음은 모두 동치이다.

(1) A 는 가역행렬이다.

(2) 모든 b 에 대하여 Ax = b 는 유일한 해를 갖는다.

(3) 동차방정식 Ax = 0 는 자명해 x = 0 만 갖는다.

(4) A 는 단위행렬 In 과 행동치이다 (RREF = In).

(5) det A ̸= 0.

[적용] x + 2y + 4z = b1, −y + 2z = b2, 2x + 3y + 5z = b3 은

det A =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4

0 −1 2

2 3 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 5 ̸= 0 이므로,

b1, b2, b3 에 관계없이 항상 유일한 해를 갖는다.
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