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4장 n차원 실벡터 (4.1 ∼ 4.4)

문제 1. [4.2 내적]

삼각형 ABC 에서 AB = 4, AC = 6 이고, 점 O 는 삼각형 ABC 의 외심(세 꼭짓점에서 같은 거리에

있는 점)이다. 다음을 구하라.

(a)
−→
AO ·

−→
AB

(b)
−→
AO ·

−→
AC

(c)
−→
AO ·

−→BC
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OA = OB 이므로 O 는 변 AB 의 수직이등분선 위에 있고, O 를 직선 AB 위로 수직으로 내린 발은

AB 의 중점 M 이다. 즉
−→
AO 를

−→
AB 위로 내린 부호 있는 길이는 +AM = 2 (M 이 A 에서 B 쪽이라

양수. 4.2 내적의 정의 — 부호 있는 길이로 읽기).

(a)
−→
AO ·

−→
AB = ∥

−→
AB∥ × 2 = 4× 2 = 8.

(b) 같은 이유로 발은 AC 의 중점:
−→
AO ·

−→
AC = 6× 3 = 18.

(c)
−→BC =

−→
AC −

−→
AB 이므로 정리 4-5 (2)(3)(4) 로

−→
AO ·

−→BC = 18− 8 = 10.

[다른 풀이 — 정리 4-5 전개]
−→OB =

−→
AB−

−→
AO 이고 ∥

−→OB∥ = ∥
−→
AO∥ 이므로, 양변을 제곱해 정리 4-5 로

전개하면

∥
−→
AB∥2 − 2

−→
AO ·

−→
AB + ∥

−→
AO∥2 = ∥

−→
AO∥2 ⇒

−→
AO ·

−→
AB = 1

2∥
−→
AB∥2 = 8.

(b) 도 같은 식으로 1
2 · 62 = 18.

일반적으로
−→
AO ·

−→
AB = 1

2AB 2
. 둔각삼각형이어서 O 가 삼각형 밖에 있어도 발은 중점이고 부호도

양수 그대로다. 그래서 답은 ∠A 의 크기와 관계없다.

[답] (a) 8 (b) 18 (c) 10
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문제 2. [4.3 외적]

R3 의 세 벡터 u, v, w 에 대하여 a = u × (v × w) 라 하자. 다음 값을 구하라.

(1) w · (a × v)

(2) a · (w × v)

풀이

기하로 보기. v × w 는 v, w 에 수직(정리 4-7 (1)(2))이므

로 두 벡터가 만드는 평면(오른쪽 그림의 바닥)에 수직이다.

a = u×(v×w) 는 다시 v×w 에 수직이라 바닥 위로 돌아온다

(외적을 두 번 하면 평면으로의 회귀, 정리 4-7 (4)).

(1) w, a, v 가 모두 바닥 위에 있으므로 세 벡터의 평행육면

체는 납작하다. 부피 0 이므로 스칼라 삼중적도 0 이다

(정리 4-8). w · (a × v) = 0

(2) w × v = −(v × w) 는 바닥에 수직이고 a 는 바닥 위에

있다. 수직인 두 벡터의 내적이므로 a · (w × v) = 0

바닥 = v, w 의 평면

v × w

v

w
u

a

a 는 바닥 위, w × v 는 아래쪽 수직

식으로 확인(선택). 정리 4-7 (4) 에서 a = (u · w)v − (u · v)w. (1) a × v = −(u · v)(w × v) (정리 4-6 (3)

(4), (6) v × v = 0) 이고 w · (w × v) = 0 (정리 4-7 (1)). (2) v · (w × v) = 0, w · (w × v) = 0 (정리 4-7 (2)

(1)) 이므로 두 항 모두 0.

예외. 위의 기하는 v × w ̸= 0, a ̸= 0 일 때다. v, w 가 평행하거나 하나가 0 이면 v × w = 0 라 a = 0,

u 가 v × w 와 평행하거나 u = 0 이어도 a = 0 (정리 4-6 (4)(5)(6)). 어느 경우든 a = 0 라 두 값 모두 0

이다.

[답] (1) 0 (2) 0 (u, v, w 가 무엇이든)

문제 3. [4.4 n차원 벡터]

R7 의 두 벡터 u, v 가 다음을 만족한다. 성분은 주어지지 않는다.

∥u∥ = ∥v∥ = ∥u − v∥ = 2

(a) u 와 v 의 사잇각 θ 를 구하라.

(b) (u + v) · (u − v) 를 구하라.

(c) ∥u + v∥ 와, u 와 u + v 의 사잇각을 구하라.

풀이

θ

O u (2)

v (2)

u − v (2)

u + v

기하. R7 이라도 두 벡터는 한 평면 위의 그림으로 읽는다(예제 4-20 (2/2) 처럼). O 와 u, v 의 끝점은

세 변이 모두 2 인 정삼각형이고, u + v, u − v 는 u, v 로 만든 마름모의 두 대각선이다.

(a) 정삼각형의 각이므로 θ = π/3. 식으로: ∥u − v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2u · v (정리 4-10 (1)∼(4) 의

전개에서 v → −v) ⇒ 4 = 8− 2u · v, u · v = 2, cos θ = 2/(2 · 2) = 1/2.
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(b) 마름모의 두 대각선은 수직이다: 정리 4-10 (1)∼(4) 로 (u+ v) · (u− v) = ∥u∥2−∥v∥2 = 4− 4 = 0.

(c) 긴 대각선 = 정삼각형 높이
√
3 의 두 배 = 2

√
3 (∥u + v∥2 = 4 + 4 + 2 · 2 = 12). 대각선은 θ 를

이등분하므로 사잇각 φ = π/6 (u · (u + v) = 4 + 2 = 6, cosφ = 6/(2 · 2
√
3) =

√
3/2).

[답] (a) θ = π/3 (b) 0 (c) ∥u + v∥ = 2
√
3, 사잇각 π/6
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